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ПРО ДОСЛIДЖЕННЯ РОЗКЛАДНОСТI  
МАТРИЧНИХ МНОГОЧЛЕНIВ НА МНОЖНИКИ 
 
 Íàâåäåíî îãëÿä äîñë³äæåíü ç ïèòàíü ðîçêëàäíîñò³ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåí³â 

íà ìíîæíèêè. Îñíîâíà óâàãà ïðèä³ëåíà ðåçóëüòàòàì, ÿê³ îòðèìàí³        Ï. 
Ñ. Êàç³ì³ðñüêèì íà øëÿõó äî ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè âèä³ëåííÿ ðåãóëÿð-íèõ 
ìíîæíèê³â ³ç ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà íàä àëãåáðà¿÷íî çàìêíåíèì ïîëåì 
õàðàêòåðèñòèêè íóëü.  

 
 Ñèñòåìàòè÷íå òà äîñèòü iíòåíñèâíå âèâ÷åííÿ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ 
ñòîñîâíî ¿õ ðîçêëàäíîñòi íà ìíîæíèêè ïî÷àëîñü ç äðóãî¿ ïîëîâèíè íàøî-
ãî ñòîëiòòÿ i áóëî çâ’ÿçàíå â îñíîâíîìó iç çàäà÷àìè, ÿêi âèíèêàþòü ó òåî-
ði¿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [32], â òåîði¿ îïåðàòîðíèõ ïó÷êiâ [30, 31], ó 
ïðèêëàäíèõ íàïðÿìàõ: êîëèâíi [45] ³ äèíàìi÷íi ñèñòåìè [1], îïòèìàëüíå 
êåðóâàííÿ [2] òà ií. Ó ðîáîòàõ Ëàíêàñòåðà, Ëàíãåðà, Âiììåðà, Äåííiñà, 
Òðàóáà, Âåáåðà, Ãîõáåðãà, Ðîäìàíà, Ìàðêóñà, Ìåðåóöè, Ìàëèøåâà, ßêó-
áîâè÷à òà ií. ïèòàííÿ ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íà ìíîæíèêè 
ïðè òèõ ÷è iíøèõ îáìåæåííÿõ äîñëiäæóþòüñÿ ìåòîäàìè, ÿêi ãðóíòóþòü-
ñÿ íà êëàñè÷íèõ ïîíÿòòÿõ âëàñíèõ âåêòîðiâ òà æîðäàíîâèõ ëàíöþãiâ. 
 Ï. Ñ. Êàçiìiðñüêèì çàïðîïîíîâàíèé íîâèé ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ öèõ 
ïèòàíü. Íà îñíîâi ââåäåíèõ íèì ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîíÿòü çíà÷åííÿ ìíî-
ãî÷ëåííî¿ ìàòðèöi íà ñèñòåìi êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà, ñóïðîâiäíî¿ ìàòðèöi, 
ïiâñêàëÿðíî¿ åêâiâàëåíòíîñòi ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü áóëè ðîçðîáëåíi 
àëãåáðà¿÷íi ìåòîäè ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íà ìíîæíèêè, ÿêi 
çíàõîäÿòü òàêîæ åôåêòèâíå çàñòîñóâàííÿ i ïðè äîñëiäæåííi iíøèõ ïèòàíü 
òåîði¿ ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü, çîêðåìà ïîäiáíîñòi ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ³ 
ñêií÷åííèõ íàáîðiâ ÷èñëîâèõ ìàòðèöü, ¿õ çâiäíîñòi äî ïðîñòiøèõ âèãëÿäiâ. 
Äàíà ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà îãëÿäîâi îñíîâíèõ ðåçóëü-òàòiâ, îäåðæàíèõ Ï. Ñ. 
Êàçiìiðñüêèì ïðè ðîçðîáöi òåîði¿ ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íà 
ìíîæíèêè. Âèêëàä ìàòåðiàëó â ìiðó íåîáõiä-íîñòi ïîäàâàòèìåìî â 
ñó÷àñíié òåðìiíîëîãi¿, íå äîòðèìóþ÷èñü ÷àñîì ìîâè îðèãiíàëó, ùî 
îáóìîâëåíî áàæàííÿì ôîðìóëþâàòè äåÿêi ðåçóëüòàòè â íàéáiëüø 
çàãàëüíîìó âèãëÿäi. 
 1. Çíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåííî¿ ìàòðèöi íà ñèñòåìi êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà. 
Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî P – àëãåáðà¿÷íî çàìêíåíå ïîëå íóëüîâî¿ 
õàðàêòåðèñòèêè. Íåõàé G x( ) – ìíîãî÷ëåííà m n× -ìàòðèöÿ íàä P [ ]x , 

ϕ α α( ) ( ) . . . ( )x x xk
r

kr= − −1
1  – ìíîãî÷ëåí iç P [ ]x , çàïèñàíèé ó êàíîíi÷-

íîìó âèãëÿäi. 
 Çíà÷åííÿì ìíîãî÷ëåííî¿ ìàòðèöi G x( ) íà ñèñòåìi êîðåíiâ ìíîãî÷-
ëåíà ϕ( )x  íàçèâàºòüñÿ ÷èñëîâà ìàòðèöÿ âèãëÿäó 
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i r= 1, . . . , , äå G xl( ) ( ) – ïîõiäíà  l-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi G x( ) . Öå âàæëèâå â 
òåîði¿ ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íà ìíîæíèêè ïîíÿòòÿ ââåäå-
íå Ï. Ñ. Êàçiìiðñüêèì ó 1964 ð. [18, 8] i çíàéøëî òàêîæ âèêîðèñòàííÿ ïðè 
äîñëiäæåííi çâiäíîñòi ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ïåðåòâîðåííÿì ïîäiá-íîñòi 
äî êëiòêîâî-òðèêóòíîãî òà êëiòêîâî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäiâ [14, 26]. 
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 2. Ëiíiéíi óíiòàëüíi äiëüíèêè ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ç çàäàíèìè 
õàðàêòåðèñòè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí 
A x A x A x As s

s( ) . . .= + + +−
0 1

1 , Ai n∈ P , i n= 0 1, , . . . , , íàä ïîëåì P i 
âiäïîâiäíå éîìó ìàòðè÷íå ìíîãî÷ëåííå ðiâíÿííÿ A Z( ) = 0 , äå 

A Z Z A Z A As s
s( ) . . .= + + +−

0
1

1 . Íàãàäàºìî, ùî ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí A x( ) 
íàçèâàºòüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî det A0 0≠ , i óíiòàëüíèì, ÿêùî A E0 =  – 
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ; ∆( ) det ( )x A x=  íàçèâàºòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì, à êîðåíi ∆( )x  – õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè A x( ) . 
 Ïðè âiäñóòíîñòi çàãàëüíîãî ïiäõîäó áàãàòî àâòîðiâ ðîçãëÿäàëè ëèøå 
îêðåìi òèïè ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåííèõ ðiâíÿíü [46], çîêðåìà Êåëi, Ñiëü-
âåñòð, Ôðîáåíióñ äîñëiäæóâàëè äâî÷ëåííi ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ ùå â ìè-
íóëîìó ñòîëiòòi (äèâ. áiáëiîãðàôiþ â [46]). Âñòàíîâëåíà óçàãàëüíåíà òåî-
ðåìà Áåçó [44] äàëà ìîæëèâiñòü çâåñòè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷-
ëåííèõ ðiâíÿíü A Z( ) = 0  äî çíàõîäæåííÿ ëiâèõ ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ 
äiëüíèêiâ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ A x( ) [42, 43]. Òîìó ìåòîäè ðîçêëàäíîñòi 
ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íà ìíîæíèêè äàþòü çàãàëüíèé ïiäõiä äî ðîç’ÿçó-
âàííÿ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåííèõ îäíîñòîðîííiõ ðiâíÿíü, à òàêîæ ïåâíèõ 
òèïiâ ìàòðè÷íèõ àëãåáðà¿÷íèõ ðiâíÿíü Ðiêêàòi, ÿêi çâîäÿòüñÿ äî 
ìàòðè÷íèõ êâàäðàòíèõ îäíîñòîðîííiõ ðiâíÿíü. 
 Ïåðøi ïðàö³ Ï. Ñ. Êàçiìiðñüêîãî ïðèñâÿ÷åíi âñòàíîâëåííþ óìîâ 
iñíóâàííÿ ëiíiéíèõ ðåãóëÿðíèõ äiëüíèêiâ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Ó ðî-
áîòàõ [18, 8, 21] âêàçàíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ëiíiéíèõ ðåãóëÿðíèõ 
äiëüíèêiâ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà iç çàäàíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè ìíî-
ãî÷ëåíàìè, âèäiëåíî êëàñè äiëüíèêiâ, äëÿ ÿêèõ öi óìîâè º i íåîáõiäíèìè. 
Çðîçóìiëî, ùî çàìiñòü ðåãóëÿðíèõ äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè óíiòàëüíi äiëü-
íèêè ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì òóò º íàñòóïíà  
 Òåîðåìà 1. Íåõàé ϕ( )x , degϕ = n , – óíiòàëüíèé äiëüíèê õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ∆( ) det ( )x A x= /≡ 0 ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ), 

òîáòî ∆( ) ( ) ( )x x x= ϕ ψ  i ( ( ), ( )) ( )ϕ ψ δx x x= ; d xn
A

−1( )  – íàéáiëüøèé 
ñïiëüíèé äiëüíèê ìiíîðiâ (n − 1)-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A x( ). ßêùî 

( ( ), ( ))δ x d xn
A

− =1 1, òî ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí A x( ) ìàº ëiâèé óíiòàëüíèé 
ëiíiéíèé äiëüíèê B x( )  ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì det ( ) ( )B x x= ϕ  
ó òîìó é òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè ðàíã ìàòðèöi çíà÷åíü âçàºì- íî¿ 
ìàòðèöi A x∗( ) íà ñèñòåìi êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà ϕ( )x  äîðiâíþº  n: 
rang M nA x∗

=( )( )ϕ . 

 Öÿ òåîðåìà ïîâíiñòþ ðîçâ’ÿçóº çàäà÷ó ïðî iñíóâàííÿ ëiíiéíèõ óíi-
òàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ), det ( ) /A x ≡ 0 , åëåìåíòàð-
íi äiëüíèêè ÿêîãî ïîïàðíî âçàºìíî ïðîñòi, òà äàº âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ 
ïðî ðîçâ’ÿçíiñòü âiäïîâiäíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ [9]. 

 3. Äiëüíèêè äîâiëüíîãî ñòåïåíÿ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà. Äëÿ îïèñó 
íåëiíiéíèõ äiëüíèêiâ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ââåäåíî ïîíÿòòÿ ñóïðîâiä-
íî¿ ìàòðèöi [20, 25]. 
 Íåõàé ϕ( )x , degϕ = nr , – äiëüíèê õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà  
∆( )x  ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ), òîáòî ∆( ) ( ) ( )x x x= ϕ ψ . Ìàòðè÷íîìó 
ìíîãî÷ëåíó A x( ) i äiëüíèêó ϕ( )x  éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà 

∆( )x  ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöÿ A x A x E Ex Exr
r

− ∗
−=1
1( ) ( ) , , . . . , , 

ÿêà íàçâàíà ñóïðîâiäíîþ, äå A x∗( ) – âçàºìíà ìàòðèöÿ. Âñòàíîâëåíî: 
ÿêùî rang ( )( )M nrA xr−

=
1

ϕ , òî iñíóº óíiòàëüíèé äiëüíèê B x( )  ìàòðè÷íîãî 

ìíîãî÷ëåíà A x( ) ñòåïåíÿ r ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì det ( )B x =  
= ϕ( )x . Öÿ óìîâà iñíóâàííÿ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ³ç õàðàêòåðèñòè÷íèì 
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ìíîãî÷ëåíîì ϕ( )x  âèÿâèëàñü i íåîáõiäíîþ ó âèïàäêó, êîëè 
( ( ), ( ))ϕ ψx x = 1 [20]. 
 Ó ðîáîòi [22] êëàñ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ, äëÿ iñíóâàííÿ ÿêèõ ñôîð-
ìóëüîâàíà óìîâà º i íåîáõiäíîþ, ðîçøèðåíî òàêîæ i íà âèïàäîê, êîëè 
( ( ), ( ))ϕ ψx x ≠ 1. 

 Òåîðåìà 2. Íåõàé ϕ( )x , deg ϕ = nr , – äiëüíèê õàðàêòåðèñòè÷íîãî 
ìíîãî÷ëåíà ∆( ) det ( )x A x= /≡ 0, òîáòî ∆( ) ( ) ( )x x x= ϕ ψ  i ( ( ), ( )) ( )ϕ ψ δx x x= .  

ßêùî ( ( ), ( ))δ x d xn
A

− =1 1, òî äëÿ òîãî ùîá iñíóâàâ ëiâèé óíiòàëüíèé äiëü-
íèê B x( )  ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( )  ñòåïåíÿ r ç õàðàêòåðèñòè÷-íèì 
ìíîãî÷ëåíîì det ( ) ( )B x x= ϕ , íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá 
rang ( )( )M nrA xr−

=
1

ϕ . 

 Ç öiº¿ òåîðåìè ÿê íàñëiäîê âèïëèâàº âàæëèâà â òåîði¿ ðîçêëàäíîñòi 
ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íà ìíîæíèêè òåîðåìà ïðî ðåãóëÿðèçàöiþ. 

 Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî ùîá ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí A x( )  ðåãóëÿðèçó-
âàâñÿ ñïðàâà, òîáòî ùîá iñíóâàëà ìàòðèöÿ R x GL xn( ) ( [ ])∈ P  òàêà, ùî 
A x R x( ) ( ) – ðåãóëÿðíèé ìíîãî÷ëåí, íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá 
deg ( )∆ x ns=   i  rang ( )( )M nrA xs−

=
1

∆ , äå ∆ ( ) det ( )x A x= . 

 Ó öié æå ðîáîòi âêàçàíî ñïîñiá çíàõîäæåííÿ êîåôiöiºíòiâ óíiòàëüíî-
ãî äiëüíèêà ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà. 
 Íåõàé rang ( )( )M nrA xr−

=
1

ϕ . Òîäi iñíóº óíiòàëüíèé äiëüíèê B x( ) =  

= − − −−Ex B x Br r
r1

1 . . .  ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì det ( ) ( )B x x= ϕ  
ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ) . Êîåôiöiºíòè äiëüíèêà B x( )  çíàõîäÿòü ÿê 
ðîçâ’ÿçêè Y B Y B Y Br r r r1 1 1 1= = =− −, . . . , ,  ëiíiéíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ 

 M

Y

Y

Y

MA x

r

r

A x xr
r− ∗

−
=

1

1

1

( ) ( )
( ) ( )ϕ ϕ

M
. (1) 

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî äiëüíèêà ϕ( )x  õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà 
∆( ) det ( )x A x=  ðîçâ’ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ºäèíèé, à îòæå, é óíiòàëüíèé 
äiëüíèê B x( )  ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ) iç çàäàíèì õàðàêòåðèñòè÷íèì 
ìíîãî÷ëåíîì det ( ) ( )B x x= ϕ  – ºäèíèé. 
 Òàêîãî òèïó äiëüíèêè iç çàäàíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè 
ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä äîâiëüíèì ïîëåì P îïèñàíi â ðîáîòi [37], à íàä 
ïîëåì äîâiëüíî¿ õàðàêòåðèñòèêè – â [39]. 
 4. Ïàðàëåëüíi ðîçêëàäè ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ. Íåõàé õàðàêòå-
ðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ∆( )x  óíiòàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ) 
çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi äîáóòêó 

  ∆( ) ( ) . . . ( ), deg ,x x x n rk i i= =ϕ ϕ ϕ1  (2) 

i k= 1, . . . , . Ðîçêëàä íà ìíîæíèêè 

  A x B x B xk( ) ( ) . . . ( )= 1  (3) 

ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( )  òàêèé, ùî det ( ) ( )B x xi i= ϕ , i k= 1, . . . , , 
íàçâàíî ïàðàëåëüíèì äî ðîçêëàäó (2) éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëå-
íà [10]. Ï. Ñ. Êàçiìiðñüêèé âñòàíîâèâ êðèòåðié iñíóâàííÿ ïàðàëåëüíèõ 
ðîçêëàäiâ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìíîæíèêè ñïî÷àò-
êó äëÿ âèïàäêó, êîëè õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè ìíîæíèêiâ ïîïàðíî 
âçàºìíî ïðîñòi [8, 19], à ïîòiì i äëÿ øèðøèõ âèïàäêiâ [23]. Öi ðåçóëüòàòè 
íåâàæêî ñôîðìóëþâàòè äëÿ ïàðàëåëüíèõ ðîçêëàäiâ ìàòðè÷íèõ ìíîãî-
÷ëåíiâ íà óíiòàëüíi ìíîæíèêè äîâiëüíèõ ñòåïåíiâ. 
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 Òåîðåìà 4. Íåõàé õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ∆( )x  óíiòàëüíîãî 
ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ) çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (2), ïðè÷îìó  

( ( ), ( ))δi j n
Ax d x− =1 1 äëÿ âñiõ i j k i j, , . . . , ,= ≠1 , äå δ ϕ ϕi j i jx x x( ) ( ( ), ( ))= . 

Òîäi iñíóº ðîçêëàä (3) ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ) íà óíiòàëüíi ìíîæ-
íèêè B xi ( )  ñòåïåíiâ ri  , ïàðàëåëüíèé äî ðîçêëàäó (2) éîãî õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ∆( )x , ó òîìó é òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè 
rang ( . . . ) ( . . . )

( ... ) ( )M r r nA x j jr rj1 1 1 1+ + −
= + +ϕ ϕ  äëÿ âñiõ j k= −1 1, . . . , . Ó âè-

ïàäêó iñíóâàííÿ ðîçêëàä (3) ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ) íà óíiòàëüíi 
ìíîæíèêè, ïàðàëåëüíèé äî ôiêñîâàíîãî ðîçêëàäó (2) éîãî õàðàêòåðèñ-
òè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, ºäèíèé. 
 5. Ïðî ðîçêëàäíiñòü ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè. 
Â ðîáîòàõ [19, 23, 29] âêàçàíî óìîâè ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ìíîãî-
÷ëåíiâ íà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìíîæíèêè ç çàäàíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè 
ìíîãî÷ëåíàìè. Âèíèêàº çàäà÷à: âèäiëèòè êëàñè ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ, 
ÿêi çàâæäè ðîçêëàäàþòüñÿ íà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìíîæíèêè. 
 Ï. Ëàíêàñòåðîì [45] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçêëàäó ìíîãî÷ëåííèõ 
ìàòðèöü ìàëèõ ñòåïåíiâ (2, 3, 4) íà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìíîæíèêè ïðîñòî¿ 
ñòðóêòóðè (åëåìåíòàðíi äiëüíèêè ÿêèõ ëiíiéíi), õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî-
÷ëåíè ÿêèõ ïîïàðíî âçàºìíî ïðîñòi. Â ðîáîòi [10] Ï. C. Êàçiìiðñüêèì 
âñòàíîâëåíî êðèòåðié iñíóâàííÿ ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ïðîñòî¿ 
ñòðóêòóðè ìíîãî÷ëåííî¿ ìàòðèöi â çàãàëüíîìó âèïàäêó: ìíîãî÷ëåííà 
ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n ìàº ëiâèé ëiíiéíèé óíiòàëüíèé äiëüíèê ïðîñòî¿ ñòðó-
êòóðè òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ¿¿ ëiâèõ 
âëàñíèõ âåêòîðiâ.  Äîâåäåíà òàêà  
 Òåîðåìà 5. Óíiòàëüíà ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ ïðîñòî¿ ñòðóêòóðè 
ðîçêëàäíà â äîáóòîê ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ. 
 Ç öiº¿ òåîðåìè âèïëèâàº, ùî óíiòàëüíà ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ áåç 
êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ ðîçêëàäíà â äîáóòîê ëiíiéíèõ óíi-
òàëüíèõ ìíîæíèêiâ. Ó ðîáîòi [16] öåé ðåçóëüòàò óçàãàëüíåíî: óíiòàëüíà 
ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ, õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ÿêî¿ ìàþòü êðàòíiñòü íå 
áiëüøó 2, ðîçêëàäíà íà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìíîæíèêè. Â [40] âñòàíîâëåíà 
ðîçêëàäí³ñòü íà ë³í³éí³ óí³òàëüí³ ìíîæíèêè òàê çâàíèõ ìíîãî÷ëåííèõ 
ìàòðèöü êâàçiïðîñòî¿ ñòðóêòóðè. 
 6. Ïðî ÷èñëî äiëüíèêiâ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà. Â óìîâàõ òåîðå-  
ìè 2 óíiòàëüíèé äiëüíèê ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà iç çàäàíèì éîãî õàðàê-
òåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì º ºäèíèì. Ó ðîáîòi [4] äîâåäåíî, ùî öi óìîâè º i 
íåîáõiäíèìè äëÿ ºäèíîñòi óíiòàëüíîãî äiëüíèêà ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà iç 
çàäàíèì éîãî õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì. 

 Òåîðåìà 6. Íåõàé B x( )  - óíiòàëüíèé äiëüíèê ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëå-
íà A x( ) , òîáòî A x B x C x( ) ( ) ( )=   i  (det ( ), det ( )) ( )B x C x x= δ . Òîäi óíi-
òàëüíèé äiëüíèê B x( )  ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ) iç õàðàêòåðèñòè÷-
íèì ìíîãî÷ëåíîì det ( ) ( )B x x= ϕ  º ºäèíèì ó òîìó é òiëüêè â òîìó âè-

ïàäêó, êîëè ( ( ), ( ))δ x d xn
A

− =1 1. 
 Ó ðîáîò³ [43] âèä³ëåíî ìàòðè÷í³ îäíîñòîðîíí³ ð³âíÿííÿ òà ìíîãî÷ëå-
íè, ÿêi ìàþòü íåñêií÷åííå ÷èñëî ðîçâ’ÿçêiâ i ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëü-
íèêiâ. Iç òåîðåìè 6 âèïëèâàº, ùî ìàòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè A x( ) , åëåìåíòàð-íi 
äiëüíèêè ÿêèõ ïîïàðíî ïðîñòi, ìîæóòü ìàòè ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî 
óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ, à îòæå, é ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ A Z( ) = 0 ìàòèìóòü 
ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî ðîçâ’ÿçêiâ. Çîêðåìà, óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé ìíîãî-
÷ëåí áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ çàâæäè ìàº ëiíiéíi óíi-
òàëüíi äiëüíèêè, à ¿õ ÷èñëî ñêií÷åííå. Òîìó âèíèêàº ïèòàííÿ, ÿêèì öå 
÷èñëî ìîæå áóòè. 



11 

 Ï. Ñ. Êàçiìiðñüêèì ó ðîáîòi [10] äîâåäåíî iñíóâàííÿ óíiòàëüíèõ ìàò-
ðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ, ÿêi âîëîäi-
þòü âëàñòèâiñòþ òàê çâàíî¿ ëiâî¿ àáñîëþòíî¿ âèäiëåíîñòi ëiíiéíèõ óíi-
òàëüíèõ ìíîæíèêiâ, òîáòî òàêèõ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ A x( ), ùî äëÿ 
êîæíîãî äiëüíèêà ϕ ϕ( ), degx n= , õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà 
∆( ) det ( )x A x=  iñíóº ëiâèé ëiíiéíèé óíiòàëüíèé äiëüíèê B x( )  ìàòðè÷-
íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ) iç õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì det ( ) ( )B x x= ϕ . 

Òàêi ìàòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè ìàþòü ìàêñèìàëüíî ìîæëèâå ÷èñëî k n
s n= e j 

ëiâèõ ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ, s – ñòåïiíü ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà 
A x( ) . 
 Ó ðîáîòi [33] âèâ÷àþòüñÿ àáñîëþòíî ðîçêëàäíi ìàòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè. 
Âñòàíîâëåíî êðèòåðié àáñîëþòíî¿ ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ 
áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ, äîâåäåíî iñíóâàííÿ òàêèõ ìíîãî-
÷ëåíiâ. Ó ðîáîòi [34] âñòàíîâëåíà íèæíÿ ìåæà k sn=  äëÿ ÷èñëà ëiíiéíèõ 
óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñ-
òè÷íèõ êîðåíiâ, äîñëiäæåíà ¿õ ñòðóêòóðà çàëåæíî âiä ÷èñëà ëiíiéíèõ 
äiëüíèêiâ. Òàêèì ÷èíîì, ÷èñëî k ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàò-
ðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ çàäîâîëüíÿº 

óìîâó: s kn
n
s n≤ ≤ e j . 

 7. Ïiâñêàëÿðíà åêâiâàëåíòíiñòü ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü. Ó 1976 ð. Ï. 
Ñ. Êàçiìiðñüêèì òà îäíèì iç éîãî ó÷íiâ [28] ââåäåíî ïîíÿòòÿ ïiâñêàëÿðíî¿ 
åêâiâàëåíòíîñòi ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü i âñòàíîâëåíà ñïåöiàëüíà òðèêóòíà 
ôîðìà, äî ÿêî¿ çâîäÿòüñÿ âiäïîâiäíèìè ïåðåòâîðåí-íÿìè ìíîãî÷ëåííi 
ìàòðèöi íàä àëãåáðà¿÷íî çàìêíåíèì ïîëåì õàðàêòåðèñ-òèêè íóëü. Öÿ 
ôîðìà âiäiãðàº âàæëèâó ðîëü ïðè ïîáóäîâi ìåòîäiâ ðîç-êëàäíîñòi 
ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íà ìíîæíèêè [11, 12, 35], äîñëiäæåííi ïîäiáíîñòi 
ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ³ ñêií÷åííèõ íàáîðiâ ÷èñëîâèõ ìàòðèöü [13, 15, 41]. 
 Ìíîãî÷ëåííi ìàòðèöi A x( ) i B x( )  íàçèâàþòü ïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíò-
íèìè, ÿêùî iñíóþòü òàêi ìàòðèöi Q G Ln∈ ( )P   i  R x G L xn( ) [ ]∈ Pb g, ùî 
A x QB x R x( ) ( ) ( )= . 
 Òåîðåìà 7 [28]. Íåõàé A x A xk1( ), . . . , ( ) – ìíîãî÷ëåííi m n× -ìàò-

ðèöi ( )m n≤ , ïðè÷îìó rang ( )A x mi = , i k= 1, . . . , , εj
i x
b g

( ), j m= 1, . . . , , – 

iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè ìàòðèöi A xi ( ), i k= 1, . . . , . Òîäi iñíóþòü òàêi 

ìàòðèöi  Q G Ln∈ ( )P   i  R x G L xi n( ) [ ]∈ Pb g, i k= 1, . . . , , ùî  

  QA x R x

x

x

x

i i

i

i

m
i

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

=

∗
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

ε

ε

ε

1

2

0 0 0 0

0 0 0

0 0

L L

L L

O

L

. 

 Iç öiº¿ òåîðåìè ÿê íàñëiäîê âèïëèâàº âiäîìèé ðåçóëüòàò [44]: ÿêùî 
A x B x C x( ) ( ) ( )= , òî iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè ìàòðèöi A x( ) äiëÿòüñÿ íà âiä-
ïîâiäíi iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè ìàòðèöü B x( )  i C x( ) . 
 Çàóâàæèìî, ùî â ðîáîòi [35] öi ðåçóëüòàòè ïðî ïiâñêàëÿðíó åêâiâà-
ëåíòíiñòü ïîøèðåíî äëÿ ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü íàä äîâiëüíèì ïîëåì. 
 8. Ïðî ðîçêëàäíiñòü ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæíèêè iç çàäà-
íèìè êàíîíi÷íèìè äiàãîíàëüíèìè ôîðìàìè. Âñòàíîâëåííÿ ïiâñêàëÿðíî¿ 
åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ i òðèêóòíî¿ ôîðìè ç iíâàðiàíò-
íèìè ìíîæíèêàìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi äàëî çìîãó çíàéòè ïðèíöèïîâî 
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íîâèé ïiäõiä äî ïèòàííÿ âèäiëåííÿ ç íèõ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ. Ñóòü 
éîãî ïîëÿãàº â íàñòóïíîìó. Íåõàé   

  D x P x A x Q x x xA
n( ) ( ) ( ) ( ) diag ( ), . . . , ( )= = ε ε1b g (4) 

– êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà (ê.ä.ô.) ìàòðèöi A x( ); P x Q x( ), ( ) ∈  

∈G L xn P [ ]b g. Òðåáà çíàéòè óìîâè ðîçêëàäó A x B x C x( ) ( ) ( )=  ìàòðè÷íîãî 

ìíîãî÷ëåíà A x( ), äå B x( )  – óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ r. 

Îñêiëüêè çãiäíî iç çàóâàæåííÿì ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi ê.ä.ô. D xA ( ) 

ìàòðèöi A x( ) äiëèòüñÿ íà ê.ä.ô. D xB ( )  ìíîæíèêà B x( ) : 

  D x x x x xA
n n( ) diag ( ( ), . . . , ( )) diag ( ( ), . . . , ( ))= ϕ ϕ ψ ψ1 1 , (5) 

äå ϕ ϕi ix x( ) ( )+1 , i n= −1 1, . . . , , deg ϕi
i

n

nr=
=
∑

1

, òî ñòàâèìî çàäà÷ó ïðî 

iñíóâàííÿ òà çíàõîäæåííÿ ëiâîãî óíiòàëüíîãî ìíîæíèêà B x( )  ç ê.ä.ô.                               
Φ( ) diag ( ), . . . , ( ) .x x xn= ϕ ϕ1b g  

 Òåîðåìà 8. Íåõàé ê.ä.ô. ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ) äîïóñêàº ðîç-
êëàä (5), ó ÿêîìó ϕ ϕi ix x( ) ( )+1 , ψ ψi ix x( ) ( )+1  äëÿ âñiõ i n= −1 1, . . . , . Òîäi 
íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ äëÿ òîãî, ùîá A x B x C x( ) ( ) ( )= , äå 

B x( )  – óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ r, D xB ( )= 

= diag ( , . . . , )ϕ ϕ1 n , D xC
n( ) diag ( , . . . , )= ψ ψ1 , º óìîâà 

rang ( )
diag , ..., , ( ) , , ...,

M nr
n n

n

rP x E Ex Ex
nϕ

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

1 1

11
−

−F
HG

I
KJ

= , 

äå P x G L xn( ) ( [ ])∈ P  - äîâiëüíà ìàòðèöÿ iç ñïiââiäíîøåííÿ (4), ïðè÷îìó 
äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ðîçêëàäó (5) òàêèé ðîçêëàä ºäèíèé [3, 11, 27]. 
 Ó ðîáîòi [5] òåîðåìà 8 ïîøèðåíà íà âèïàäîê ðîçêëàäó ìàòðè÷íîãî 
ìíîãî÷ëåíà â äîáóòîê ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ, à â [35] öÿ çàäà÷à 
ðîçãëÿíóòà äëÿ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä äîâiëüíèì ïîëåì. 
 Íàñòóïíèì êðîêîì ó öüîìó íàïðÿìi áóëî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷i ïðî 
ðîçêëàä ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ) íà ìíîæíèêè: A x B x C x( ) ( ) ( )= , äå 

B x( )  – óíiòàëüíèé, ïàðàëåëüíî äî ðîçêëàäó (5) éîãî ê.ä.ô. D xA ( ) , òîáòî 
òàêèé ðîçêëàä, ó ÿêîìó B x( )  åêâiâàëåíòíèé diag ( ( ), . . . , ( ))ϕ ϕ1 x xn , à C x( ) 
åêâiâàëåíòíèé  diag ( ( ), . . . , ( ))ψ ψ1 x xn . Öÿ çàäà÷à áóëà ðîçâ’ÿçàíà â ðîáîòi 

[6] äëÿ ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì , à ïiçíiøå â ðîáîòi [36] óçà-
ãàëüíåíà íà âèïàäîê äîâiëüíîãî ïîëÿ. 
 9. Âèäiëåííÿ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ iç ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà. Â 
1978 ð. Ï. Ñ. Êàçiìiðñüêèì ðîçâ’ÿçàíî ïðîáëåìó âèäiëåííÿ ðåãóëÿðíîãî 
ìíîæíèêà iç ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà íàä àëãåáðà¿÷íî çàìêíåíèì ïîëåì 
õàðàêòåðèñòèêè íóëü, òîáòî âñòàíîâëåíî êðèòåðié iñíóâàííÿ òàêèõ 
ìíîæíèêiâ ç íàïåðåä çàäàíèìè êàíîíi÷íèìè ôîðìàìè, à òàêîæ âêàçàíî 
ìåòîä ¿õ áåçïîñåðåäíüîãî çíàõîäæåííÿ [12, 24]. 
 Íåõàé Φ( ) diag ( ( ), . . . , ( ))x x xn= ϕ ϕ1  – äåÿêà ôiêñîâàíà ìàòðèöÿ iç 

ðîçêëàäó (5) ê.ä.ô. D xA ( ) ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà A x( ) . Ïîáóäóºìî òàê 
çâàíó âèçíà÷àëüíó ìàòðèöþ, ïîðîäæåíó ìàòðèöåþ Φ( )x : 

W
k

k k kn

n

n

n

n n

n n n n

Φb g =

−

−

ϕ
ϕ ε
ϕ
ϕ ε

ϕ
ϕ ε

ϕ
ϕ ε

ϕ
ϕ ε

ϕ
ϕ ε

ϕ
ϕ ε

( , )

( , ) ( , )
. . . . . . . . . . . . . . .

( , ) ( , )
. . .

( , ) ( , )
,

1 1

21

2 1 2 2

1

1

2

2

1

1

0

, 
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äå ( , )ϕ εi j  - íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ ϕ i  òà εj ,  

i j n, , . . . , ,= 1  i j≥ ;  ÿêùî 
( , )ϕ ε

ϕ
i j

j

= 1, òî ki j = 0 ,  ÿêùî æ 
( , )ϕ ε

ϕ
i j

j

≠ 1, òî    

k k k x k xi j i j i j i j h
h

i j

i j= + + +0 1 . . . , äå hi j
i j

j

= −deg
( , )

,
ϕ ε

ϕ
1  i n= 2, . . . , , i j> ,  

j n= −1 1, . . . , ; ki js – ïîïàðíî ðiçíi çìiííi, ïðèºäíàíi äî îñíîâíîãî ïîëÿ   

P; s hi j= 1 2, , . . . ,  ;  ϕ = det ( )Φ x . 

 Òåîðåìà 9. Äëÿ òîãî ùîá ìàòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí A x( ) ìiã áóòè 
çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi A x B x C x( ) ( ) ( )=  , äå B x( )  – óíiòàëüíèé ìàòðè÷-

íèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ  r  ç ê.ä.ô. Φ, íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá 
  rang ( )

( ) ( ) , , . ..,
M nr

W P x E E x E xrΦ − =1 ϕ  (6) 

äëÿ äîâiëüíî¿ ôiêñîâàíî¿ îáîðîòíî¿ ìàòðèöi P x( ) iç ñïiââiäíîøåííÿ (4). 
 Óíiòàëüíi ìíîæíèêè B x( )  êîíñòðóêòèâíî çíàõîäÿòüñÿ çà ìåòîäèêîþ, 
âèñâiòëåíîþ â ï. 3, i çàëåæàòü âiä ñêií÷åííî¿ êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ çìií-
íèõ ki j . Íàäàþ÷è ¿ì äîïóñòèìèõ çíà÷åíü iç îñíîâíîãî ïîëÿ P, îäåðæóºìî 

ðîçêëàäè ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà íàä öèì ïîëåì. Äåùî ãðîìiçäêà çà ôîð-
ìîþ ìàòðèöÿ (6) ó ðîáîòi [7]  áóëà ñïðîùåíà, à ïîòiì ñóòòºâî ìîäèôiêî-
âàíà øëÿõîì ââåäåííÿ âèçíà÷àëüíî¿ ìàòðèöi òà ïîíÿòòÿ çíà÷åííÿ ìíîãî-
÷ëåííî¿ ìàòðèöi íà ñèñòåìi êîðåíiâ åëåìåíòiâ äiàãîíàëüíî¿ ìàòðèöi [17]. 
 Ïèòàííÿ ïðî ºäèíiñòü óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ iç çàäàíèìè ê.ä.ô. äî-
ñëiäæóâàëîñü ó ðîáîòàõ [17] i [7]. Äîâåäåíî, ùî óíiòàëüíèé ìíîæíèê iç 
çàäàíîþ ê.ä.ô. Φ iç ñïiââiäíîøåííÿ (4) ºäèíèé òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè 
( , )ϕ ε ϕi j j=  äëÿ âñiõ i j> . 

 Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ïðî âèäiëåííÿ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ iç ìàò-
ðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ äàþòü ìîæëèâiñòü âêàçàòè ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåííèõ ðiâíÿíü. Íà ¿õ îñíîâi â ðîáîòi [38] ïîáóäîâàíî 
àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçêiâ ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü i âè-
êëàäåíî éîãî ïðàêòè÷íó ðåàëiçàöiþ íà ÅÎÌ. 
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ОБ ИССЛЕДОВАНИЯХ РАЗЛОЖИМОСТИ МАТРИЧНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ НА МНОЖИТЕЛИ  
 
Ïðèâåäåí îáçîð èññëåäîâàíèé ïî âîïðîñàì ðàçëîæèìîñòè ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷-
ëåíîâ íà ìíîæèòåëè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì  Ï. 
Ñ. Êàçèìèðñêèì íà ïóòè ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû âûäåëåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ìíî-
æèòåëåé èç ìàòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè íîëü. 
 
ON INVESTIGATION OF MATRIX POLYNOMIALS FACTORIZABILITY 
 
The paper reviews the recent investigation on matrix polynomials factorizability. The 
main attention is paid to the results, obtained by P.S. Kazimirsky who tried to solve 
the problem of the regular factors extraction over algebraically closed field zero 
characteristic from a matrix polynomial . 
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