
контуре квадратного отверстия L задана плотность теплового потока, изме­

няющаяся по закону

(45)

В рассматриваемом случае N = 3, C1 = О, С2 = О, С, = ёз , R = Р, Ki2 =
= О, а6 = О, ftl = ФI (j = 1, 2, 3). При положительном значении СЗ вер­

шины квадрата лежат на осях х и у, а при отрицательном - стороны квад­

рата параллельны осям координат .

Вычисления произведены для пластинки, изготовленной из стекло­

текстолита КАСТ-В со следующими упругими и теплофизическими харак-

Е Е а К
теристиками: -Е1 = 1,45; -01 = 6; '-'1 = 0,17 ; _2 = 0,8; к22 = 0,6. На

2 а1 11

рис. 2 приведены графики распределения напряжений ав (в долях

q Е а R2)
о 1 1 вдоль контура квадратного отверстия с закругленными углами
КВ

(сз = + 1/9)'
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(1)

Рассмотрим тонкую изотропную полубесконечную пластинку толщиной

215, по боковой поверхности z = + б которой на расстоянии х = d парал­

лельно свободному краю движется с постоянной скоростью v линейный ис­

точник тепла длиной 1 и удельной мощностью qo (рис. 1). Температуры сред

t; ,омывающих боковые поверхности z = ± б пластинки, положим равными

нулю. для определения неустановившегося температурного поля имеем урав­

нения теплопроводности 1

ЛI1Т-С ~~ -а+Т -а_Т* = -Qб(х-d),

ЛI1Т* - С дТ* _ 12 ( а+ + J....) Т* - За_Т = - ЗQб (х - d)a't 4 r
-----

1 Подстригач Я. С., Каляно 10. М . Неустановнвшиеся т емператур ные поля и напря­

жения в тонких пластинках. Киев, 1972.



(2)

и краевые условия

{Т, Т* }Т=О = О, (Т, Т*}Х->ОО = О,

{Е- дТ*} = О {Т Т* дТ дТ* } = О
дх ' дх .<=0 ' , 'ду' . ду 1111-> 00 •

Здесь Л = 26л., С = 26с" - приведенные коэффициенты теплопроводности
215

и теплоемкости пластинки; Т - время; r = т - внутреннее термосопро-

тивление пластинки; а± - коэффициенты теплоотдачи с боковых поверх­

ностей г = ± о пластинки ; 6 (s) - дельта-функция Дирака; а*, Ь* - орди­

наты конпов источника тепла ;

Q = Ч» (5 _ [у - (а* + ит)] - 5+ [у - (Ь* + V'L}]J; а± = а+ + а-;

5 (~) = р, s>O, 5 (1':) _ {l, ~ >O, д = ддх
2

2 + дду
2

2 •
+ 10, ~ <O; - '" - О, s<O;

Вводя в рассмотрение функции (jJk =
Т + f!kT* (k = 1. 2), систему (1) приво­

дим к двум разрешающим уравнениям

д(jJk - _1 ддq,'k - xi(Pk = - Q/J (х - d),
а 't

(3)
где

Q 2 а++ 311ke:t_
Qk = Л (1 + 3f!k); Xk = Л Рис. I

f!k = 3~_ [а+ + ++ (- l)k V (а+ + +)2 + зcL]

(k = 1, 2); а = Л/С.

Применяя интегральные преобразования Фурье по у и Лапласа по Т ,

получаем

(k = 1,2).

(k = 1,2);

i=v=1.

d2CVk _ 2 -Ь б(х-d)
dx2 "Yk(jJk k s - iТ]v

3 2 2 + 2 + s qo (1 + 3 ).десь "(k = Т] Xk а; qk = А f!k ,

bk = V 2л qk6+ (Т]) (еIЧЬ• - е1ча')

0+ (т]) = ~ [6 (Т]) - -1-. ]2 ЛLТ] ,

Решая уравнения (4) с учетом трансформированных условий

ходим трансформанты интегральных характеристик температуры

2

т = 1 ~ (_ 1)k+l ~2kybkk (e-Vk(Х+d) _ e-Vk/.<-d\) ,
(11:1 - 112) (s - iТ]v) ,.;".

k=1

2

Т* = 1 . ~ (_ l)k~(e-Vk(Чd)+ e-Vkl.<-dl),
{!J.t - /.lJ (s - /r;v) .':'" 2Yk

k= 1

Bk = f!З-k (k = 1,2).
Переходя в формулах (5) к оригиналам, находим

t 2 2

Т = 4 (ia ) rм (То) ~ ~ (-I)k+l'!>2k+i('to, г) dTo,
Л /1'1 - 112 J ..:..~

о k=] j=l

(2),

(4}

(5).

(6)

t 1t



2Jilk
Zk-Zk -4- Ь*.1, (Т г) е- <по· у = y-V'"C - •

'l'k о' = 2ато . '1 О' У2 = У - V'"Co - а*;

г1 = х + iYl; г2 = х + iY2; ZЗ.4 = г1 ± d; ZS.6 = г2 + d.

Температурные напряжения определим по формулам

:Е • Z • Z •
ахх = ахх + ахх, ауу = ауу + ауу, аху = аху + аху, (7)

(9)

(8)

(10)

(11)

. где

д2

ахх = ду2 (и - Ф);
д2 д2

ауу = -д2 (и - Ф); ахц = - -д д (и - Ф);
х . х у

• zE [a2
W a2w щ *] .ахх = - 1- v2 дх2 + V ду2 + -а- (1 + ") Т ,

• zE [a2
w a2w (ч *] .

ауу = - 1 _ '\'2 ду2 + V дх2 + -6- (l + ") Т ,

• zE a2w
аху = - 1 + v дхду ;

.F. - модуль упругости ; V - коэффициент Пуассона; IX, - температурный

коэффициент линейного расширения. Функция U - общее решение уравне­

ния I111и = О, а Ф - частное решение уравнения I1Ф = IXtET. Функция

.прог иба w удовлетворяет уравнен~ю I1l1w = - ~t (l + ") Т*.

Если край х = О пластинки свободен от внешней нагрузки, то

д2 д2

ду2 (и - Ф) Ix=o = О, дхду (и - Ф) 1.<=0 = О,

[
a2W a2w а/ ]
-д2 + V -д2 + - ..- (1 + ") Т* = О,

х у u х=о

[
aзW aзw а/ дТ' ]
-д3 + (2-v)-a2д + - ..- (1 +v)-a- = О.

х ху u х.<=о

С помощью интегральных преобразований Фурье - Лапласа для транс­

.формант искомых напряжений получаем формулы

2

0:.... = а,Е 1. ~ (_ l)k Bkbk {(1 _ х 1111) .2L Г1'kd-Х/ 1l/ _
fll - fl2 5 - IТjV 1=1 '\'~ - 112 '\'k

-112хе- 11l\(Х+d) - Ii I (e-\'II\(.<+d) - e-1'IIllх-dl) - ~k (e-l'k(Х+d) + e-l'k IХ-d,)} ,

2

ауу = а/Е 1. ~ (_ l)k Bkbk {(1 _ х 1111)~ e-l'kd-x/ll/ +
fll - fl2 5- I11и R=l '\'% - 1]2 '\'k (12)

+ (Х'll2 - -} I'111) e-llll(x+d) + ~k (e-l'k(x+d) + e-l'k IХ-dJ)} ,

2

аху = щЕ i1]. ~ (_ 1/ Bkbk {e-I'II/(X+d) _ e-l'k(Х+d)_
fll - fl2 5 - t11U 1=1 1'~ - 1]2

- sign (х - d) (Гl'kIХ-dl - e-llll/X-dl) - 2х (~: Гl'kd-llllХ + 1111 e-l ll l (Х+d)) } ,
2

.а; = zatE 1. ~ (_1)Н! bk [(1_ X I11 11 - V
) (Ye-l'kd-I'IIlх_

Х l) (J.LJ. - f!2) 5 - I1]U t1 1'~ _ 1]2 3 + V Yk

_ .ш, e-/lll(x+d)) + ille-lllllx-dl _ -.L (Гl'//х+d) + e-l'k IХ-dl)]
2 2 2Yk '

;112



-.
аху =

x(1+3v+(1-v)xl'lI)+ з1 + V (1 - х 1 'l 1 ) ~е-'I'kd-/ТIlх_ (13)
V Yk

, - У; (e-'I'k(x+d) - e-'l'kIХ-d,) + f e-1Тl1/X-d/} •

2

{za/E 1 ~(---'1)Чl bk f 1111'1 (2v+(1-v)хl'lt) Х
б (111 - 11!) S - ifjV t1 b~ -11' \(3 + 'У) Yk

Х e-'I'k
d-1fIIX + ~+: (1- 2х I'1\) ~ e-1Тl1(x+d) + ~ e-'I'k(Х+d) +

+ sign (х - d) i (г'l',.JZ-dl _ e-IТIIIХ-dl)} •

Переходя в (12). (13) к оригиналам. находим

а/Е ;а S'(М ~ k+J { -
ажх = _ 4п (То) ... (- 1) Rk (То. z) - Rk (То. z) -

111 112 О k=1

- Х rFk (То. z) - Fk (То. z) + SIl(То. z)- Sk(To• z)] + 2Х(-2-1- - г) +
Z2k+1 2k+ 1

+ f P2k+i (То. z) + (1 + erf ~) I (- 1)'+1 (-z-l- -1-) +
;=1 2 ато ;=1 2k+1 z2k+1

+ (2 + erf d '_ J: е- 4~:.) i: (_1 1_)} dTo• (14)
2У ато n~ ;=1 ~k+1 z2k+1

щЕ {а S'( ~ k {[ 2 2
ауу = . _ 4n М (То) ... (- 1) х -т- --=z- +

/.11 112 О k=1 2'2k+1 z2k+1

+ (] +erf d )I(-l)i+1(_1 -1-) + 1 е- 4~:. х
2 У а.о 1=1 ~H' ?zk+1 n у а.о

Х f (---1- __1_) + з, (То. z) - з, (То. z) + е, (То. z) - г, (То. z)] -
i=J ~k+f ~k+1

_f (32
-

k
_ ~2-k) + (1 +erf d )±(_1)/(_1__

;= 1 z2k+1 ~k+i 2 ya:t;; ;=1 z2k+i

- -- _1_) + я, (То. z) - к, (То. z) +±('!'2k+i (То. z) + PZk+i (Т". z»} dTo. (15)
~k+i ;=1

аху = ~E 4: fм (То)±(- 1)k {+±pik+1 (То. Z) - Х [SR (То. z) +
[11 ""2 О k=1 ;=1

- - 1 1 ( d)+ Sk (То. z) -- Fk (То. z) - Fk (ТО' z) - -2- - -s-- - 1 + erf у х
Z2k+1 z2k+1 2 O't8

х}: (_ 1)1+1 (_1_ + _1_)]_
;=1 ~k+/ ~+I

- (1 + Х е- 4~:. ') I (-1- + __J_)} d.o• (16)
n у ато i=1 ~+! ~+I

8 9-4 []3
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Положив в (6) и (14У"::'- (9) q = qrJ {f,

и . перейдя к пределу при '[ -+ О, 'чтэлу­

чим формулы для температурных поля и

напряжений в -случае нагрева · полубес­

конечной пластинки ТОЧЕЧНЫМ источни­

ком тепла мощности q, ДЕИЖУЩИМСЯ по

ее боковой поверхности. '
Переходя в (15), (18) при х = о · к

безразмерным . переменным

z~~
6 '

у ' .2лЛ • 2лЛ ..
у == '" ау= -Е- ауу, ау ' = -Е ауу

u a t q ,(1./ q . .
и безразмерным параметрам

. l d. а±6

L = б' D = Т, Bl± = -1..- "

получим

! ' , . .. .

I 2 з 4 !I
Рис. 2

Fo =~62 ,

(20)

. Fo

а: = S{ I + ЗI-I-1 e-t(ВI++ЗI1 .Вi-' ._ I + Зf.L2 e-t(Вi++ЗI1,Вi_>} Х
О . 1-1-1 - 1-1-2 f.LJ - 1-1-2 .

{
I + v [ У _ L . _D,+~-L): . у. . . . . _D'~/YZ ,]

Х 3 + v D2+ (У _ L)2 (1 - е . . ) - D2+ У2 (1 - е ) -

D'+(Y-L)' D'+Y' }
Y-L - 4/ + У --4-/·- dt

- 4t е. 4Г,е . .. :' . . (21)

По формулам (20), (21), записанным для случая а* = О, Ь* = 1, v = О,

произведены расчеты безразмерных напряжений ау, а;, некоторые резуль­
таты которых представлены в виде графиков на рис. 2-4. На графиках

б

405

2/
Рис. 3

Fo



· - ~ z 1 •штрихпунктирнои линиеи показано изменение ау при = - ,сплошнои-

изменение а; = ау при Z = О и а; при Z = + 1, штриховой - а; при
Z = + 1. На рис. 2 изображена зависимость напряжений от У при L =
= 2, D = 1, Fo = 4, Bi± = 0,01, Bi± = 0,5. На рис. 3 представлена зави­

симость напряжений от безразмерного времени Fo при У = 1, L = 2,
D = 1, Bi± = 0,01. Графики на рис. 4 показывают зависимость напряже­

ний от удаления D источника тепла от края пластинки при У = 1, L = 2,
Fo = 4, Bi± = 0,01. При подсчетах принято v = 0,3 .

При увеличении критерия теплоотдачи в 50 раз напряжения ау в сре­

динной плоскости пластинки уменьшаются в 3,4 раза, а напряжения изгиба

а: изменяются незначительно, т. е. теплоотдача с поверхностей пластинки
мало влияет на напряжения изгиба, которые при возрастании D затухают

быстрее напряжений в срединной плоскости.
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Пусть пологая оболочка произвольной формы и плана подвергнута действию

некогорой нагру-зки q = q (х, у) и температурного поля Т = Т (х, у, z),
неравномерно распределенного по толщине и в срединной поверхности.

Тогда напряженно-деформированное состояние оболочки описывается си­

стемой нелинейных дифференциальных уравнений [3]

где

AU=V,

А = (~~ О);
О ~~

V1 = - Е (+ L (W, W) + ~kW + a.~TN) ;

V2 = Ь + ~ (L (Ф, W) + ~kФ - Е I ah v ~ тМ) ;
д2 д'

~k = дх2 kI) + ду' k~;

a2W д2ф a2W д1ф a2W СРФ
L(W Ф)=----+-----2----·

э . дх' ду' ду2 дх' дхду дхду •

I hl2 I h/'l

TN=T ST(x,y,z)dz; TM=~ SzT(x.y,z)dz;
-hl2 -h/2

(1)

W (х, у) - функция прогибов; Ф (х, у) - функция напряжений; k", ky ­
главные КрИВИЗНЫ; h - толщина оболочки; D - цилиндрическая жест­
кость. .

Система (1) вместе с граничными условиями

L (И) 15 = О, (2)

где L .:- дифференциальныйоператор граничных условий, полностью опре­
деляет напряженно-деформированноесостояние оболочки. Температурное
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